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4. ATTIVITA’ DIDATTICA (in ordine cronologico inverso)

« 2015 - ad oggi: attivita didattica svolta presso I'Universita degli Studi di Milano, Facolta di Scien-
ze e Tecnologie

* a.a. 2018-2019: titolarita del corso di Istituzioni di Matematica (Chimica), del corso di Ana-
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bientale) e del corso di Modelli Matematici e Calcolo numerico (Ingegneria Ambientale)

* a.a. 2011-2012: titolarita del corso di Analisi Matematica (Ingegneria Informatica e Am-
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lisi Matematica B (Ingegneria Civile e Ambientale)
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* a.a. 1998-1999: esercitazioni relative al corso di Geometria (Ingegneria) e esercitazioni al
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una tesi di laurea magistrale in Matematica presso I'Universita degli Studi di Milano

7. ATTIVITA’ DI RICERCA (versione in italiano)

La mia attivita di ricerca si & concentrata sullo studio di sistemi di equazioni alle derivate parziali
applicati a problemi di natura termo-meccanica, principalmente descritti tramite la teoria delle
transizioni di fase. Tali sistemi derivano da un approccio variazionale per descrivere fenomeni
dissipativi che includono anche vincoli interni sulle variabili e le loro derivate.

In particolare mi sono occupata di problematiche di tipo:

« caratterizzazione analitica della consistenza del modello termo-meccanico;

« studio dell’esistenza, dellunicita e della dipendenza continua dai dati delle soluzioni, anche in
forma debole;

* caratterizzazione del comportamento asintotico delle soluzioni rispetto ad alcuni parametri fisi-
camente significativi;

* caratterizzazione del comportamento per tempi lunghi delle soluzioni.

Principalmente i modelli analitici che ho studiato derivano da problemi legati alle seguenti applica-

zioni:

» fenomeni di transizione o separazione di fase in sistemi complessi;

» materiali intelligenti, come leghe e polimeri con memoria di forma;

» danneggiamento meccanico e chimico nei materiali elastici e visco-elastici (con applicazioni a
fenomeni di degrado sia in ambito ingegneristico che nel degrado di monumenti storici), collisioni
e fratture;

« contatto con adesione e fenomeni di attrito, danneggiamento su superfici;

» fenomeni meccanici in regime di grandi deformazioni.

La complessita dei fenomeni studiati ha richiesto I'acquisizione di competenze avanzate nell’ambi-
to della teoria analitica dello studio delle equazioni alle derivate parziali, ma nel contempo la
maturazione di competenze multidisciplinari, in particolare in ambito modellistico. | risultati
ottenuti, infatti, oltre ad un interesse di tipo teorico, presentano interessi e motivazioni applicative.
Questi ultimi aspetti sono stati sviluppati principalmente grazie a numerose collaborazioni scientifi-
che con esperti di settori della meccanica e delle applicazioni all'ingegneria.

Lo studio dei problemi sopra citati e i risultati ottenuti evidenziano, principalmente da un punto di
vista analitico ma anche modellistico, come l'approccio basato sulle transizioni di fase ben si
adatti alla descrizione macroscopica di fenomeni fisici che si caratterizzano su due scale, quella
microscopica in cui avvengono i processi di trasformazione dei materiali e/o del sistema termo-
meccanico (rottura di legami, trasformazioni della configurazione cristallina...) e quella macrosco-



pica in cui se ne riscontrano gli effetti termo-meccanici (danneggiamento, trasformazioni solido-so-
lido, cambiamento di stato, adesione, frattura, plasticizzazione di un materiale...).

Nel caso di materiali multi-fase in sistemi complessi, le proprieta termiche e meccaniche sono de-
scritte da un sistema di equazioni di bilancio ricavate dal principio variazionale dei lavori vir-
tuali, generalizzato volendo tener conto di forze microscopiche e includendo vincoli interni non
lisci sulle variabili, questi garantiti in particolare da operatori sottodifferenziali. Le relazioni costituti-
ve per le diverse quantita fisiche coinvolte sono ricavate da opportuni funzionali di energia, in ac-
cordo con il secondo principio della termodinamica. In particolare I'utilizzo dello pseudo-potenziale
di dissipazione (nella forma proposta da Moreau) come funzionale di energia dissipata per I'evo-
luzione termo-meccanica del fenomeno fisico considerato, permette di caratterizzare da un punto
di vista analitico la consistenza termodinamica del modello, principalmente utilizzando strumenti di
analisi convessa e della teoria degli operatori massimali e monotoni. La suddetta teoria si estende
anche allo studio di fenomeni meccanici in regime di grandi deformazioni.

| problemi ai limiti e ai valori iniziali per sistemi di equazioni alle derivate parziali che descri-
vono la tipologia dei problemi considerati sono in generale fortemente non-lineari. Questo dipen-
de sia dalla presenza di operatori non lisci, anche multivoci che agiscono sulle variabili e sulle loro
derivate (attribuendo in tal caso al sistema un carattere doppiamente non-lineare), sia dalla pre-
senza di non-linearita di ordine quadratico, che possono coinvolgere anche termini di tipo viscoso,
legate alle variabili dissipative del modello. Conseguentemente lo studio analitico di tali problemi
comporta, talvolta, la necessita di dare nozioni di soluzioni deboli opportunamente definite che
risultino compatibili con la trattazione analitica del sistema considerato e con le caratteristiche fisi-
che dello stesso. Nello studio analitico della buona posizione dei suddetti sistemi, in particolare per
la dimostrazione di risultati di esistenza, ci si pone per lo piu in un ambiente astratto, si applicano
procedure ad hoc di approssimazione, combinate con stime a priori sulle soluzioni e di passag-
gio al limite per compattezza debole e semicontinuita inferiore, anche di funzionali. L'unicita, in
generale difficile da ottenere a causa del carattere non-lineare delle equazioni, &€ dimostrata per lo
piu utilizzando argomenti di tipo contrattivo.

A. Problemi di transizioni o separazioni di fase in sistemi complessi. L’approccio delle transi-
zioni di fase & stato applicato allo studio analitico di sistemi complessi, le cui proprieta termo-
meccaniche dipendono da differenti configurazioni della struttura microscopica. La descrizione
di tali fenomeni si avvale dell'introduzione di uno o piu parametri di fase associati ai diversi stati
microscopici. Il sistema di equazioni € ricavato da leggi della meccanica e termo-meccanica e
descrive, in particolare, I'evoluzione della temperatura e dei parametri di fase considerati come
variabili di stato. La derivazione del sistema di equazioni si fonda sul principio variazionale dei
lavori virtuali, esteso alle forze che agiscono a livello microscopico. Eventuali vincoli interni sulle
variabili sono garantiti dalla presenza di operatori massimali monotoni che attribuiscono alle
equazioni un carattere di inclusioni variazionali, che si trattano con strumenti di analisi conves-
sa.

* |l problema modello di questa teoria € il problema di Stefan, studiato in [1] assumendo una
legge integro-differenziale sia per il calore (la cosiddetta memoria termica) che per 'evolu-
zione del parametro di fase. La possibilita di introdurre termini stocastici nellequazione di
evoluzione della fase & analizzata in [61] per un’equazione di tipo Allen-Cahn con presen-
za di sottodifferenziale di un’indicatrice. Nel caso in cui ci si rifaccia alla versione completa
delle equazioni di bilancio, includendo termini dissipativi di ordine quadratico nell’equazio-
ne che descrive I'evoluzione della temperatura (come in [4]), ci si deve avvalere, nella di-
mostrazione dell’esistenza di una soluzione, di tecniche adatte per equazioni paraboliche
nonlineari, anche con dati nello spazio L1 delle funzioni integrabili (principalmente ricondu-
cibili a tecniche di tipo Boccardo-Gallouet). Il problema di dimostrare la positivita della
temperatura assoluta, da cui dipende la consistenza del modello, € significativo in partico-
lare per problemi non-lineari o con termini integro-differenziali in cui non si riesce ad appli-
care un principio del massimo. A tal fine risulta utile introdurre una nuova equazione per
descrivere I'evoluzione della temperatura, il bilancio di entropia. Tale equazione & per lo
piu caratterizzata da contributi singolari (nella formulazione classica il logaritmo della tem-
peratura come termine di evoluzione e diffusione) che rappresentano per la temperatura
un vincolo interno ad assumere solo valori positivi. Questa idea ha dato origine a una clas-



se di problemi analizzati in [9,11,18,20,23], e poi di altri studiati in forme generalizzate in
[24,27,29,30,34,45].

* L'approccio basato sulle transizioni di fase per sistemi binari si applica anche allo studio di
fenomeni fisici differenti, come sistemi con densita di fasi diverse, o di stoccaggio di gas
(idrogeno) o di transizione di fase nei gas. In [28,40] si affronta un problema di stoccaggio
di idrogeno, considerando come fasi la soluzione solida (metallo ed idrogeno non combina-
ti) e l'idruro (combinazione dell'idrogeno con il metallo). In questo caso le equazioni del si-
stema sono, oltre al bilancio di energia e all'equazione per il parametro di fase, I'equazione
di bilancio della massa per I'idrogeno (scritta nei termini della pressione). In [58] si studia
un’equazione riconducibile al fenomeno suddetto, ma in cui si introduce un contributo non
liscio sulla derivata della variabile di fase nel termine di diffusione dell’equazione paraboli-
ca “forward-backward”. In [38] si studia un sistema in cui la densita del materiale cambia
nell'evoluzione della transizione di fase. In questo caso anche la pressione risulta un’inco-
gnita del problema (soggetta a vincolo interno). Infine in [44] si introduce un nuovo modello
di transizione di fase per il fenomeno del super-raffreddamento dell'elio, caratterizzato da
differenti leggi di flusso di calore nelle due fasi. Nell'equazione evolutiva per la temperatura
il termine di diffusione & non-lineare con un coefficiente che dipende dalle fasi .

* In [56] si propone un approccio variazionale unificato per la derivazione delle equazioni in
sistemi di transizione di fase che generalizzano quelli precedentemente descritti, indivi-
duando una struttura di tipo gradient flow e dimostrando I'esistenza di soluzioni deboli op-
portunamente definite. In un contesto generale infatti si dimostra che il sistema ha uno sta-
to energetico ammissibile, nel senso che vale una disuguaglianza di conservazione dell’e-
nergia a meno di termini dissipativi. In tal modo le equazioni astratte ricavate possono es-
sere interpretate come equazioni di bilancio di forze. Si dimostra un risultato di esistenza
(globale in tempo) per soluzioni deboli opportunamente definite e di unicita nel caso si as-
suma maggiore regolarita per i funzionali energetici considerati.

* Il fenomeno della separazione di fase & tipicamente descritto da equazioni di tipo Cahn-
Hilliard. In [10] si studia un’equazione di questo tipo, introducendo un contributo di viscosi-
ta ma assumendo anche la mobilita non necessariamente costante. In [63] I'equazione &
studiata con doppio vincolo sulla fase e sulla sua derivata, provando un risultato di esi-
stenza per opportune crescite dei funzionali che agiscono sulle stesse. In [6] il sistema di
Cahn-Hilliard & accoppiato all’equazione di bilancio del momento, che ha l'effetto di intro-
durre un termine di tipo quadratico che coinvolge le deformazioni come sorgente nel po-
tenziale chimico.

B. Problemi di transizioni di fase solido-solido per smart materials. Nell’ambito della mecca-
nica dei continui I'approccio della transizione di fase & stato utilizzato per caratterizzare compor-
tamenti macroscopici di materiali che modificano la propria configurazione microscopica per
sollecitazioni esterne, ad esempio di natura termica o meccanica.

* In questo ambito un problema particolarmente studiato in letteratura & quello della memo-
ria di forma in leghe metalliche (shape memory alloys). Tali materiali hanno la capacita di
recuperare la forma originaria tramite sollecitazioni termiche dopo essere stati meccani-
camente deformati in modo permanente. Nel caso delle leghe a memoria di forma si pos-
sono individuare due tipi di configurazioni principali della struttura cristallina, I'austenite e la
martensite, che corrispondono a diverse proprieta meccaniche del materiale e presenti a
diverse temperature. Il sistema di equazioni alle derivate parziali che descrive tale compor-
tamento pud essere ricavato come transizione di fase solido-solido introducendo come va-
riabili di stato due parametri di fase scalari, soggetti a vincoli interni, la temperatura assolu-
ta e il tensore delle deformazioni. Il sistema che si ottiene si caratterizza per un'inclusione
variazionale vettoriale per i due parametri di fase. Il problema & fortemente non-lineare sia
per i termini di accoppiamento tra le equazioni che per le non-linearita che caratterizzano i
funzionali di energia. Si sono dimostrati risultati di esistenza delle soluzioni, anche assu-
mendo una legge integro-differenziale per il flusso di calore [2,5] e studiando il comporta-
mento delle soluzioni nel caso in cui la legge di flusso tenda alla legge di Fourier [3]. In
[7,13] si studia esistenza e unicita del modello completo in cui si considerano anche i ter-
mini dissipativi quadratici nel’equazione che regola I'evoluzione della temperatura, nel
caso di un calore specifico non costante. Per ottenere il risultato si introduce in particolare



un’opportuna tecnica di discretizzazione temporale per trattare le non-linearita che carat-

terizzano il sistema.
» Un approccio differente & stato considerato in [41,46]: qui la transizione di fase viene de-
scritta da un parametro tensoriale che rappresenta il tensore di deformazione associato
alla trasformazione di fase e parametri scalari che rappresentano le proporzioni volumetri-
che delle configurazioni possibili a livello microscopico. Le equazioni accoppiano quindi
inclusioni variazionali rate independent e rate dependent su parametri scalari e tensoriali.
Nel caso rate dependent un risultato in direzione simile & dato da [25] e, in un contesto
modellistico diverso, in [53]. In particolare in questo ultimo lavoro si studia un problema
evolutivo in cui I'equazione della temperatura presenta un coefficiente non-lineare (che di-
pende dalle incognite del problema) per il termine evolutivo e una sorgente dissipativa da
trattare nello spazio L1 delle funzioni integrabili.
In [59] si dimostra I'esistenza di soluzioni per un sistema di equazioni alle derivate parziali
che descrivono il comportamento di materiali auxetici. Nel caso isotermico le equazioni
sono date dall’evoluzione di due parametri di fase associati a diverse configurazioni micro-
scopiche (con presenza di un sottodifferenziale della funzione indicatrice del convesso che
fornisce un vincolo interno per i parametri di fase) e dall’equazione di bilancio del momento
stazionaria. Tenendo conto del fatto che i materiali auxetici presentano un diverso compor-
tamento in trazione e compressione, a seconda della fase in cui si trovano, 'equazione per
le deformazioni € scritta in forma astratta considerando un operatore di diffusione (mono-
tono) i cui coefficienti dipendono dai parametri di fase.
In [51] analogo approccio modellistico & stato applicato per introdurre un modello analitico,
in termini di equazioni alle derivate parziali, che descrive la memoria di forma nei polimeri
semi-cristallini, in accordo con dati sperimentali ricavati in collaborazione con il Centro di
Ricerca di Versalis (ENI).

C. Problemi di danneggiamento e degrado nei materiali. | fenomeni di danneggiamento posso-
no essere descritti come risposte inelastiche di un materiale a sollecitazioni meccaniche. Piu
precisamente si pu0 caratterizzare lo stato di coesione di un materiale attraverso un parametro
di fase da cui dipende la matrice di rigidezza dello stesso, in modo tale che la matrice degeneri
una volta raggiunto il danneggiamento completo. Sono molto noti in letteratura modelli che de-
scrivono tale fenomeno come una transizione di fase solido-solido caratterizzati da un’equazio-
ne evolutiva per il parametro di fase, con una sorgente di danneggiamento che dipende dal
quadrato delle deformazioni, e da un’equazione ellittica (se il problema & stazionario) o evoluti-
va per gli spostamenti. Tuttavia il carattere degenere rispetto alloperatore di diffusione in tale
equazione (corrispondente al materiale completamente danneggiato) e il possibile carattere
doppiamente non-lineare per I'equazione evolutiva della fase rendono il sistema di difficile trat-
tazione nel caso completo. Al momento in letteratura si trovano solo risultati parziali o per for-
mulazioni deboli. Attraverso un’analisi asintotica si dimostra che il modello macroscopico risul-
tante ben rappresenta I'effetto di degrado di forze che agiscono a livello microscopico [12,21].

* | primi risultati di esistenza sono stati dimostrati nei lavori [17,22]. Tali risultati si estendono
a materiali termo-viscoelastici trattando in modo opportuno le non-linearita quadratiche,
anche dissipative, presenti nel sistema di equazioni [8,19,31]. In [52] si dimostra esistenza
di soluzioni per il modello di danneggiamento accoppiato a un fenomeno di separazione
descritto da un’equazione di tipo Cahn-Hilliard. Un risultato di esistenza per un’opportuna
formulazione debole del modello di danneggiamento completo viene dato in [55]: qui le
equazioni risultano risolte nellambito distribuzionale e le soluzioni soddisfano una disu-
guaglianza dell’energia.

Il danneggiamento dei materiali riguarda anche il comportamento plastico che questi as-
sumono. Un modello di plasticita viene trattato in [35] con un approccio tipo metrico. Si ot-
tiene una nuova interpretazione dei vincoli fisici presenti nel modello (ed in particolare del-
la cosiddetta funzione di snervamento) nei termini della teoria delle equazioni di Hamilton-
Jacobi e di metriche dissipative. In [54] si studia I'esistenza di soluzioni energetiche per un
modello di danneggiamento tensoriale accoppiato alla plasticita nel caso di un sistema
evolutivo rate-independent.

Un’altra tipologia di degrado dei materiali &€ data dal danneggiamento di tipo chimico. Un
esempio tipico in questa direzione & rappresentato dal processo di solfatazione del marmo
a causa dell’inquinamento che colpisce i monumenti storici, formando una crosta di gesso.



Questo tipo di reazione infatti ha tra le conseguenze la formazione di micro-fratture sulla
superficie che indeboliscono la coesione dell’'opera dando origine a fenomeni di sgretola-
mento. Un primo modello differenziale per questo tipo di fenomeno & basato principalmen-
te sulla legge di Fick, accoppiando un’equazione di reazione-diffusione con un’equazione
ordinaria per la reazione chimica. In [66] viene proposta una generalizzazione dello stesso
sistema, introducendo anche l'effetto della rugosita o di un danneggiamento superficiale
sul processo di solfatazione attraverso un’equazione evolutiva sulla frontiera. |l sistema di
equazioni alle derivate parziali risultante accoppia quindi equazioni di volume e superficie
attraverso le condizioni al bordo e la dipendenza di parametri fisici da un parametro di fase
definito sulla frontiera del dominio e soggetto ad una dinamica di transizione di fase. L'e-
quazione che descrive tale parametro &€ un’inclusione variazionale per la presenza di vin-
coli interni dati da operatori sottodifferenziali. Si dimostra in particolare esistenza e unicita
della soluzione.

* La possibilita di trattare sistemi di equazioni che descrivono fenomeni di degrado di volume
e superficie rappresenta un interessante filone di ricerca, anche nell’ambito dell’analisi ma-
tematica, che risulta collegato ad esempio allo studio delle cosiddette condizioni dinamiche
al bordo. In [36] si dimostra un risultato di esistenza per un problema di danneggiamento di
volume e superficie, e di convergenza ad un sistema con condizioni dinamiche al bordo
che descrive un fenomeno di danneggiamento superficiale. La trattazione analitica di si-
stemi che accoppiano equazione di superficie e volume richiede una rigorosa derivazione
del modello anche attraverso un’analisi di riduzione dimensionale, come trattato in [57,65]
attraverso tecniche di sviluppo asintotico. Recenti risultati dimostrano che questo approc-
cio modellistico e analitico pud essere applicato anche a altri contesti come nel caso dello
studio dell’esistenza di soluzioni e di problemi di ottimizzazione nel’ambito della stampa
3D [67].

* In un diverso ambito di ricerca si collocano i lavori [14,15,16] che affrontano il problema
della formazione di una frattura tramite la minimizzazione di un opportuno funzionale non
convesso nello spazio delle funzioni speciali a deformazione limitata. Si utilizza il metodo
diretto del calcolo delle variazioni, per la cui applicazione si sono provati opportuni risultati
di compattezza e semicontinuita inferiore.

D. Problemi di contatto con adesione. La teoria del danneggiamento & utilizzata in letteratura
per descrivere fenomeni di contatto con adesione tra solidi. Si assume infatti che le forze di
adesione tra due corpi possano essere rappresentate da un parametro di fase (di danneggia-
mento) che caratterizzi sull’interfaccia tra i due corpi lo “stato” dei legami coesivi tra gli stessi.

* In [32] si introduce un sistema che descrive il contatto con adesione come transizione di
fase sullinterfaccia tra un solido e un supporto rigido. In questo caso il sistema accoppia
'equazione di bilancio del momento con un’equazione di transizione di fase sul bordo, in
cui compare come termine di accoppiamento una non-linearita quadratica che coinvolge la
traccia degli spostamenti. L'inclusione variazionale per il danneggiamento di superficie (sul
bordo del dominio) include un termine di sottodifferenziale per il parametro di fase e un
vincolo unilaterale per lo spostamento, rappresentato da un operatore multivoco (tale con-
dizione & riconducibile ad una condizione di tipo Signorini generalizzata a fenomeni di
adesione). La struttura dell’equazione per il parametro di fase &€ doppiamente non-lineare
se I'evoluzione del danneggiamento di superficie viene assunta irreversibile (vincolando il
segno della derivata temporale). Nel caso in cui non si abbia irreversibilita, si dimostra un
risultato di buona positura e caratterizzazione del comportamento a lungo termine [26].

» Aggiungendo effetti termici sia all'interno del dominio che sull’interfaccia, il sistema presen-
ta ulteriori non-linearita dissipative di ordine quadratico, di cui abbiamo gia trattato per pre-
cedenti problemi descritti [33,37]. Nel caso in cui si tenga conto dell’attrito il sistema diven-
ta doppiamente non-lineare anche per quanto riguardo la traccia dello spostamento sull’in-
terfaccia, grazie ad un operatore che generalizza la legge di Coulomb al fenomeno dell’a-
desione. In questo caso riusciamo a provare I'esistenza di soluzioni per una legge regola-
rizzata nel coefficiente di attrito [39], anche assumendo un carattere singolare del flusso di
calore sia sull’interfaccia di contatto che nel volume [47,49,50]. Infine in [64] si introduce
nel sistema anche un operatore non-locale.



* Un risultato connesso a problematiche tipo contatto unilaterale viene dato in [60] dove si
dimostra esistenza di soluzioni deboli per un’equazione di tipo “onde” con smorzamento e
vincolo.

E. Problemi meccanici in regime di grandi deformazioni. In [42,43,48] si analizza il problema
dell’esistenza di soluzioni per un nuovo modello che descrive il comportamento di un materiale
soggetto a grandi deformazioni attraverso un sistema di equazioni alle derivate parziali. In que-
sto sistema si introduce un vincolo interno per la matrice di deformazione (simmetrica e definita
positiva), la cui reazione interna costituisce un’incognita del problema insieme alle deformazio-
ni. Il problema viene risolto in forma debole (localmente in tempo), nell'ambito della teoria di ter-
zo gradiente. Tali risultati si estendono al caso in cui si introduca un secondo vincolo di incom-
primibilita del materiale [62].

7bis. RESEARCH ACTIVITY (english version)

My research focuses on the analytical investigation of dissipative initial and boundary value

problems for Partial Differential Equations (PDE), arising from applications in thermo-me-

chanics in the framework of phase transitions theory. The systems are written in a variational

setting to describe dissipative phenomena which are characterised by the presence of internal

constraints on the variables and their derivatives.

More precisely, | have been interested in:

« analytical investigation of thermo-dynamical consistency of thermo-mechanical models;

« proof of existence, uniqueness, continuous dependence on data of solutions, possibly for a weak
formulation of the problem;

« asymptotic analysis of solutions with respect to some physical parameter;

« investigation of the long-time behaviour of solutions.

The analytical models | have investigated have connections with the following applications:

phase transition and phase separation phenomena in complex systems;

« smart materials, like shape memory alloys and polymers;

« damage and deterioration in elastic and visco-elastic materials (with applications to engineering
and to the deterioration of monumentale stones), collisions and fractures;

« contact with adhesion and friction, surface damage;

« large deformations.

To deal with the complexity of these problems | have used refined instruments of mathematical
analysis, in particular the theory of dissipative PDE systems, as well as a multidisciplinary atti-
tude to perform modelling of non-smooth mechanical problems. The obtained results are intere-
sting both from the point of view of theoretical analysis and for applications. For these aspects |
have developed national and international connections with experts in various fields of analysis
and engineering applications.

The results | have obtained in my research put in evidence that phase transitions theory is a sui-
table approach to describe phenomena occurring at two scales: a microscopic scale of changes in
the micro-structure of the materials (breaking of cohesive bonds, phase changes, transformation of
the crystalline structure,...) and a macroscopic scale in which the phenomenon is described throu-
gh different thermo-mechanical properties and reactions (damage effect, solid-solid phase tran-
sformations, state changes, adhesion, fractures, plastic vs. elastic behaviour,...).

In the case of multi-phases materials in complex systems, thermal and mechanical properties are
described by a system of balance equations, in accordance with the variational principle of virtual
powers. | have considered a generalised form of this principle, accounting also for microscopic mo-
tions and forces and including internal constraints on the variables, through the presence in the
equations of subdifferentials acting on the unknowns of the system. Constitutive relations for the
involved physical quantities are derived from energy functionals, in agreement with the second
principle of thermodynamics. In particular, dissipative laws are recovered from the pseudo-poten-



tial of dissipation (following the approach by Moreau) so that the second principle turns out to be
satisfied due to convex analysis results and the theory of maximal monotone operators. Finally, this
approach has been extended to the case of mechanical phenomena in large deformations regime.

The resulting initial and boundary values problems for PDE systems are in general strongly
nonlinear. This is due to the presence of non-smooth multivalued operators, acting on the variables
and their derivatives (in this case the system presents a doubly nonlinear character), and quadratic
nonlinearities involving dissipative terms. As a consequence, to prove some existence results it is
necessary to specify suitable notions of weak solution, in accordance with the analytical formula-
tion of the problem and its physical meaning. Dealing with existence of solutions for this kind of
weak formulation requires the introduction of ad hoc variational and abstract settings. Hence, one
has to proceed regularising the system, proving existence of solutions for the approximated ver-
sion, performing suitable a priori estimates on the approximated solutions, and then pass to the
limit, i.e. using compactness results in suitable topology and lower semicontinuity of functionals.
Uniqueness is mainly proved through contractions arguments.

A. Phase transitions and phase separations in complex systems. Phase transitions are used
in the literature to analytically investigate complex systems in which the thermo-mechanical
properties depend on different configurations of the microscopic structure. The description is
given in terms of one or more phase parameters associated to the different microscopic states.
The PDE system is recovered by the balance laws of thermo-mechanics and it describes the
evolution of the absolute temperature and of the phase parameters, which are taken into ac-
count as state variables. The equations are recovered from the generalisation of the principle
of virtual powers accounting for microscopic motions and forces. Internal constraints are ensu-
red by the presence of sub-differential operators leading to variational inclusions for the phase
evolution. In order to deal with these terms we need to refer to the theory of evolution equa-
tions combined with maximal monotone operators.

« The key model for phase transitions is the so-called Stefan problem, which is studied in [1]
assuming an integro-differential law for the heat flux (the so-called thermal memory) and for
the phase evolution. The possibility to introduce stochastic contributions in the phase evolu-
tion is studied in [61] for an Allen-Cahn type equation with the presence of the subdifferen-
tial of an indicator function. Considering the complete energy balance, i.e. including quadra-
tic dissipative contributions, one has to use ad hoc tools to deal with nonlinear parabolic
equations with terms in the functional space L1 (like Boccardo-Gallout technique). In the
case of nonlinear equations or integro-differential contributions, like for thermal memory,
showing positivity of the absolute temperature may be difficult due to the fact that a maxi-
mum principle cannot be proved. However, to get thermodynamical consistency of the mo-
del positivity of the absolute temperature is necessary. Thus, in this situation it is useful to
introduce a new equation for the temperature evolution, the so-called entropy balance. This
equation is mainly characterised by the presence of singular contributions for the tempera-
ture evolution or diffusion (the classical example is the logarithm), forcing the temperature
to be strictly positive. This approach has been introduced and investigated in
[9,11,18,20,23] and then in generalised forms in [24,27,29,30,34,45].

« The phase transition approach in binary systems can be applied to describe different physi-
cal phenomena, like phase transitions in systems with different densities of the phases, hy-
drogen storage, phase transitions in gas. In [28,40] hydrogen storage is described as a
phase transition considering the solid solution of hydrogen and metal, and the hydride. The
equations are the energy balance, for the evolution of the temperature, a phase transition
equation and the mass balance (involving pressure). In [58] we investigate an equation re-
lated to this kind of phenomenon. In this case we include a non-smooth contribution invol-
ving the derivative of the phase parameter in the diffusive term. The resulting equation may
be considered as a forward-backward parabolic equation. In [38] the equations describe a
phase transition in which the density of the material changes, so that the pressure turns out
to be an unknown of the problem (with a corresponding internal constraint). In [44] a new
model of phase transition for the helium supercooling is introduced. This phenomenon is
characterised by the fact that there are different heat flux laws depending on the different
phases. Thus, the parabolic equation for the temperature presents nonlinear diffusive con-
tributions with diffusion coefficients depending on the phase parameter.



« In [56] it is proposed a unified approach to recover models of phase transitions like those
we have analysed as gradient flow systems. In a fairly general setting of assumptions, we
are able to show that the evolution system admits an “admissible energy state”, in the sen-
se that the energy of the system is conserved, but for dissipative contributions. In this fra-
mework, the equations may be interpreted as internal balance equations of forces. We pro-
ve global in time existence of (suitably defined weak) solutions for the Cauchy problem as-
sociated to the abstract PDE system as well as uniqueness in case of further smoothness
assumptions on the functionals.

« Phase separation phenomena are typically described by a Cahn-Hilliard type equation,
which is studied in [10] also assuming a possibly non-constant mobility. In [63] the equation
is investigated in the case when a doubly nonlinear constraint on the phase variable and its
derivative is considered. Existence is proved under suitable growth assumptions of the in-
volved functionals. In [6] the Cahn-Hilliard equation is coupled with mechanical actions th-
rough the momentum balance. As a consequence, in the chemical potential a quadratic
nonlinearity involving deformations appears.

B. Solid-solid phase transitions in smart materials. In continuum mechanics the phase transi-
tion approach is used to describe the macroscopic behaviour of materials changing their microsco-
pic configuration due to external loads, like thermal or mechanical forces.

« In this framework one of the most interesting and challenging problem is the description of
shape memory alloys behaviour, which is a subject deeply investigated in the literature. The-
se materials present the feature of recovering their original shape just by thermal actions
once they have been permanently deformed by mechanical loads. Shape memory alloys are
characterised by two main configurations of the crystal lattice, the austenite and the martensi-
te phases, which are present at different temperatures and lead to different mechanical be-
haviour of the material. The PDE system describing this kind of materials may be recovered
as a solid-solid phase transition model, written in terms of two (scalar) phase parameters as-
sociated to the different configurations, the absolute temperature, and the strain tensor. Inter-
nal constraints on the phase variables are introduced and the evolution of the phases corre-
spond to a variational inclusion. The resulting system is highly nonlinear both for coupling
terms of the equations and for nonlinear terms in the energy functionals, also leading to the
presence of subdifferential operators. Existence of solutions are proved in [2,5] including an
integro-differential diffusive term for the temperature, corresponding to thermal memory as-
sumption in the definition of the heat flux. In [3] an asymptotic analysis with respect to the
memory kernel shows convergence of solutions to the solutions of the system written for the
classical Fourier heat flux. In [7,13] it is investigated, from the point of view of the existence
and uniqueness of solutions, a complete model including dissipative quadratic contributions
in the evolution equation for the temperature. The resulting parabolic equation for the tempe-
rature is characterised also by a non-constant specific heat. To prove existence of solutions
dealing with the resulting nonlinearities in the equations, we need to introduce a suitable time
discretisation scheme.

« A different approach has been analysed in [41,46] taking into account as phase parameters
the transformation strain (i.e. a tensorial phase variable) and two scalar phase parameters
corresponding to the local proportions of the different configurations of the crystal lattice. The
system couples rate-dependent and rate-independent equations for scalar and tensorial pha-
se parameters. In the case of a rate-dependent evolution law for the phase parameters a si-
milar result has been obtained in [25] and in [53] for a different modelling approach. More
precisely, in the latter the evolution equation for the temperature is characterised by a nonli-
near coefficient for the evolution term and nonlinear contributions which are controlled just in
the functional space L1.

« In [59] the existence of solutions is proved for a nonlinear PDE system describing auxetic
materials. In the isothermal case the equations correspond to the evolution equations for two
phase parameters, associated to the presence of two different microscopic configurations of
the material, and the stationary balance momentum equation. An internal constraint for the
phase variables is included through the indicator function of a convex set. Auxetic materials
show a different behaviour in traction and compression, depending on the two microscopic
configurations. Thus, we write the equation for deformations in an abstract setting where the
(monotone) diffusion operator has coefficients depending on the two phase parameters.



C. Materials damage and deterioration. Damage in materials may be described as an inelastic
response to mechanical loads. More precisely, the state of the cohesion of a material may be de-
scribed in terms of a phase parameter and prescribing that the stiffness degenerates once the da-
mage is complete. Solid-solid phase transitions model for damage evolution have been deeply in-
vestigated in the literature. The resulting systems combine an evolution equation (actually a varia-
tional inclusion for the phase parameter) with a quadratic contribution involving deformations, and
an elliptic (in the quasi-stationary case) or hyperbolic equation for displacements. Actually, the de-
generacy structure of the equation for displacements and the nonlinear evolution equation for the
phase lead to high difficulties in proving existence of solutions for the complete problem. In the lite-
rature there are locally in time existence results for the complete problem and global in time exi-
stence results just in the case when the damage is not complete or for weak notions of solutions.
We point out that this kind of model macroscopically takes into account the effects of microscopic
forces, which are responsible for the damage of cohesive bonds in the material, as it is shown th-
rough an asymptotic analysis in [12,21].

« We prove local in time existence of solutions in [17,22]. We extend these results to the case
of thermo-visco-elastic materials, where a further difficulty is given by the presence of qua-
dratic nonlinearities involving dissipative contributions [8,19,31]. In [52] we prove existence of
solutions for a damage model coupled with a Cahn-Hilliard equation for a phase separation
phenomenon. We can prove in [55] existence of solutions for a weak version of the complete
damage problem, i.e. the PDE system is solved in the sense of distributions and the solutions
satisfy an energy estimate.

« Hence, damage of materials is related to plastic behaviour. In [35] we deal with a plasticity
model by use of a metric approach. As a consequence we give a new formulation of the phy-
sical internal constraint of the model in the framework of the Hamilton-Jacobi equations and
dissipative metrics. In [54] we prove existence of energetic solutions for a tensorial damage
model coupled with plasticity (via the introduction of the structured strain) for a rate-depen-
dent evolution law.

« Another kind of possible deterioration of materials is given by chemical damage. A first
example of this kind of deterioration process is the marble sulphation due to pollution in mo-
numental stones, leading to the formation of a gypsum crust on the boundary. Indeed, this
phenomenon forms micro-cracks on the surface weakening material cohesion. A first differen-
tial model has been introduced on the basis of the Fick’s law and coupling a reaction-diffusion
equation with an ordinary differential equation for the chemical reaction. In [66] we introduce
a generalisation of this model, considering the case when the suplhation process depends
also on rugosity and surface damage on the boundary. This is described by a phase evolution
equation written on the boundary. The resulting PDE system couples bulk and surface equa-
tions through boundary conditions and physical coefficients depending on the phase parame-
ter. Actually, the evolution on the boundary of the phase parameter is a variational inclusion
due to the presence of a subdifferential operator ensuring internal constraints. We prove exi-
stence and uniqueness of (strong) solutions for the resulting problem.

« The investigation of PDE systems describing surface and bulk damage in materials is an inte-
resting and challenging subject also from the point of view of theoretical analysis and it is re-
lated to the so-called dynamic boundary conditions theory for evolution equations. A first re-
sult in this direction is given in [36], where it is proved that a model for damage involving bulk
and surface equations converges to an evolution model for damage with dynamic boundary
conditions once the interfacial energy coefficient tends to infinity. Actually, the analytical inve-
stigation of PDE systems coupling bulk and surface equations requires ad hoc variational set-
tings and a rigorous derivation of the model, also through a dimensional reduction analysis,
as it is shown in [57,65]. This modelling and analytical approach can be used to deal with the
problem of proving existence of solutions and of performing some optimisation analysis for
PDE systems describing additive manufacturing processes in 3D printing.

« In a different framework, papers [14,15,16] deal with the analysis of fractures and collisions,
through the minimisation of some non-convex energy functional in the space of special func-
tion of bounded deformations. We use the direct method of calculus of variations to prove
compactness results and lower semi-continuity properties.

D. Contact with adhesion. In the literature damage theory is used also to deal with phenomena
regarding contact with adhesion between solids. It is assumed that cohesive forces between bo-



dies are described by a damage phase parameter representing the state of the cohesive bonds on
the contact surface.

In [32] we introduce a PDE system describing the contact with adhesion in terms of phase
transitions on the interface between a body and a rigid support. The resulting PDE system
couples the momentum balance with a phase transition equation on the boundary, where the
coupling term is given by a quadratic nonlinearity for the trace of the displacement. The varia-
tional inclusion describing the surface damage on the boundary (i.e. the adhesion) is charac-
terised by the presence of subdifferentials rendering the internal constraint on the phase pa-
rameter and the unilateral constraint on the displacement. This condition can be read as a
Signorini type contribution generalised to the phenomenon of adhesion. The resulting equa-
tion is doubly nonlinear with respect to the phase in the case of an irreversible damage evolu-
tion, i.e. in the case when it is prescribed the sign of the phase parameter time derivative. In
the reversible situation, in [26], we prove a well-posedness result as well as we characterise
the long-time behaviour of solutions.

« Adding temperature evolution both in the bulk and on the contact surface we have two more

equations in the system and we deal with higher order dissipative contributions [33,37]. In-
cluding friction on the contact surface leads to a doubly non-linear structure for the trace of
the displacement on the interface. This is rendered by a multivalued operator generalising the
Coulomb law to the adhesion phenomenon. Actually, we can prove existence of solutions for
the resulting PDE system only for a regularised friction coefficient [39] in the case when
thermal effects are considered also including singular heat flux laws in the heat equations in
the bulk and on the contact surface [47,49,50]. In [64] we deal with the same problem adding
a non-local operator on the displacement.

In [60] we investigate an equation related to the unilateral contact problem and we prove exi-
stence of weak solutions for a constrained damped equation.

E. Mechanical problems in large deformations. In [42,43,48] we investigate existence of solu-
tions for a new model describing the mechanical behaviour for materials in large deformations. The
model is written in terms of a PDE system with an internal constraint on the stretch matrix whose
reaction is an unknown of the problem as well as deformations. The problem is solved in a weak
formulation and locally in time, in the third gradient theory. These results can be generalised to an
incompressible material [62].
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