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Descrizione dell’attivita di ricerca

Il motivo unificante della mia attivita di ricerca e nello studio del formalismo geometrico origi-
nato nella teoria dei sistemi dinamici di punto e di campo, sia in meccanica classica che quantistica.
Nella tesi di dottorato ho studiato aspetti del formalismo simplettico all’interno del problema della
quantizzazione di un sistema dinamico classico e del limite classico di un sistema dinamico quantistico,
all’interno del formalismo a la Weyl-Wigner: in ambito di dinamica di punto si sono analizzati aspetti
della dinamica quantistica di sistemi il cui spazio delle configurazioni classico & dato da un gruppo di
Lie; in ambito di teoria di campo si sono studiate approssimazioni matriciali (fuzzy) a teorie di campo
quantistiche su spazi con bordo, e piu in generale a teorie di gauge in setting non commutativo.

Durante il percorso come ricercatore post-doc in Italia, Germania, Lussemburgo, il mio interesse
si e orientato allo studio delle teorie di gauge su spazi non commutativi, all’analisi di operatori dif-
ferenziali in generale, operatori di Dirac e strutture riemanniane su di essi. Particolare rilievo ha avuto
lo studio delle proprieta dell’operatore Laplaciano. Negli ultimi anni il mio interesse si & orientato
anche allo studio delle proprieta di operatori di Dirac su spazi con bordo.

Una breve descrizione della mia attivita di ricerca e di seguito, i riferimenti sono ai lavori di cui
sono (co)autore.

e Geometria non commutativa — gruppi quantici. Dopo il conseguimento del dottorato di
ricerca ho studiato geometria dei gruppi quantici. L’analisi delle proprieta generali dei calcoli
differenziali sui gruppi quantici & stata focalizzata alla costruzione di Hamiltoniane di tipo Hall
in un set up non commutativo.

Vengono definite tali gli operatori Laplaciani accoppiati alle connessioni di gauge di monopolo,
agenti sullo spazio delle sezioni di fibrati vettoriali associati alle fibrazioni principali 7 : G —
G/H su spazi omogenei (con H un sottogruppo compatto di G semisemplice), e possono essere



esplicitamente costruiti in termini degli operatori di Casimir di G e H. La famiglia delle Hamil-
toniane Hall corrispondenti alla fibrazione di Hopf U(1) con spazio totale il gruppo quantico
SU,(2) e base la sfera di Podles standard S < SU,(2) & studiata in [10, 8, 9].

La formulazione per queste fibrazioni in geometria non commutativa dipende profondamente dai
calcoli differenziali definiti sia su SU4(2) che sul gruppo di gauge U(1). Tali lavori analizzano
come sia possibile introdurre dualita di Hodge sulle corrispondenti algebre esterne Q(SU,(2)), Q(Sg),
i Laplaciani ad esse relativi; presentano poi le connessioni per tali fibrazioni, gli spettri dei
Laplaciani accoppiati alle rispettive connessioni di monopolo per ogni valore della carica topo-
logica n € Z (o numeri di Chern della fibrazione), ed esibiscono esplicitamente gli autostati
come funzioni di Laughlin deformate. L’aspetto piti nuovo di questo modello & che lo spet-
tro dell’Hamiltoniano quantistico non ha degenerazione rispetto allo scambio n — —n, ovvero
rispetto all’inversione del campo magnetico. Tale simmetria viene ristabilita nel limite classico
q— 1.

Lo scopo di [5, 6] & di introdurre il concetto di tensore massimamente simmetrico come analogo in
geometria quantica del concetto di tensore metrico sull’algebra esterna Q(SU,4(2)), di analizzarne
le corrispondenti dualita di Hodge e i Laplaciani, mentre [4] estende questo formalismo alla
pitl generale classe di calcoli 3-dimensionali left-covarianti su SU4(2). Questo formalismo viene
applicato in [3] al problema di definire e risolvere le equazioni di Yang-Mills su SU4(2) e su
(R4\{0})q ~ GLg(1, H).

L’evoluzione di questo lavoro ¢ nella direzione di analizzare come sia possibile definire una forma
di Chern-Simons sulla sfera quantica SU4(2) e come questo formalismo permetta di definire
operatori di Dirac e triple spettrali twistate, sia di tipo riemanniano che pseudo-riemanniano,
su una classe di sfere quantiche.

Operatori di Dirac. Su una varieta differenziale M su cui € definito un tensore metrico g
per cui M sia orientabile si definisce 'operatore di Dirac nella forma Hodge - de Rham, ovvero
D = d + *dx, dove d & l'operatore di derivata esterna, e * ¢ la dualita di Hodge corrispondente a
g. In [2] si studiano in dettaglio i vari operatori di Dirac che possono essere definiti sulle sfere tri-
e bi-dimensionali. Fondendo questa analisi con il formalismo della geometria non commutativa,
in [1] si introduce un operatore di Dirac di Hodge - de Rham sull’algebra esterna tridimensionale
di SU4(2), e se ne caratterizza lo spettro.

L’evoluzione di quesa linea di ricerca e nell’analisi delle proprieta delle triple spettrali con oper-
atore di Dirac dato da quello di Hodge - de Rham.

Localizzazione equivariante in geometria non commutativa. La funzione di partizione
in teoria di campo quantistica si puo scrivere come un integrale funzionale sull’insieme delle
configurazioni classiche di un campo: localizzare I'integrale funzionale significa allora ridurre
la funzione di partizione ad espressioni piu semplici; un integrale risulta localizzato qualora
possa essere scritto come somma di contributi provenienti da singolarita dell’integrando. La
localizzazione equivariante ha fornito — usando il concetto di simmetria di un sistema — tecniche
risultate utili nello studio di teorie di gauge supersimmetriche e di configurazioni istantoniche.
Queste sono formulate geometricamente in termini di coomologia equivariante, i cui modelli
sono quelli di Borel e di Cartan-Weil, mentre il modello BRST ne permette I’applicazione a
teorie di campo topologiche. Il modello di Cartan-Weil € in particolare espresso in termine degli
operatori derivata di Lie L e contrazione i, (legati dall’identita di Cartan L = id + di rispetto
al differenziale) relativi all’azione di un gruppo G su una varieta X, che agiscono sull’algebra



esterna Q(X). Lo scopo di [7] & fornire un primo passo verso l’estensione all’azione di gruppi
quantici il modello di Cartan-Weil: esso presenta uno studio completo degli operatori di Cartan
su un gruppo quantico con un calcolo bicovariante, evolvendo un’analisi nata al fine di studiare
le equazioni di campo della relativita generale su spazi con simmetrie quantiche.

Analisi del formalismo a la Weyl-Wigner. Il tema unificante della mia tesi di dottorato [23]
e lo studio del formalismo alla Weyl-Wigner, al fine di analizzare le relazioni fra la formulazione
classica e quella quantistica per la dinamica di un sistema fisico. La nozione di sistema di
Weyl permette di introdurre cio che Dirac chiamava quantum conditions, ovvero le relazioni di
commutazione tra gli osservabili quantistici di opportuna classe di sistemi fisici, e di avere una
formulazione per il principio detto di classical analogy. Secondo la sua prima formulazione, la
mappa di Weyl-Wigner ¢ una biezione tra un insieme di operatori su uno spazio di Hilbert ed un
insieme di funzioni (simboli di Weyl) su uno spazio vettoriale delle fasi simplettico. Essa permette
di descrivere un’algebra di operatori come un’algebra non commutativa (rispetto al prodotto di
Moyal) di funzioni su tale spazio delle fasi. Il prodotto di Moyal dipende esplicitamente da #,
riducendosi al prodotto puntuale nel limite A — 0: questo formalismo permette una descrizione
sia della procedura di quantizzazione per una classe opportuna di dinamiche classiche, che della
loro evoluzione quantistica. Estensioni e generalizzazioni di questo formalismo hanno seguito
due direttrici.

I simboli di Weyl di operatori densita (le funzioni di Wigner) danno misure di quasiprobabilita
sullo spazio delle fasi classico corrispondente a dinamiche quantistiche di punto in R%. Le dis-
tribuzioni di probabilita quantistiche associate agli operatori densita sono allora i marginali delle
funzioni di Wigner. Il problema di definire una mappa di Weyl-Wigner per dinamiche classiche il
cui spazio delle fasi sia TG con G un gruppo di Lie compatto semplice ¢ studiato in [14, 11]. La
novita in tale approccio consiste nell’aver definito tale biezione alla Weyl-Wigner fra operatori
su uno spazio di Hilbert e funzioni definite non sullo spazio delle fasi classico T*G, quanto sullo
spazio prodotto G x I, con G lo spazio delle configurazioni classico e I' un opportuno spazio
discreto, che dipende dalle proprieta topologiche globali di G. I simboli di Weyl associati a oper-
atori densita danno funzioni di Wigner su GG x I', i cui marginali rispecchiano consistentemente
le distibuzioni di probabilita per gli stati quantistici. Utilizzando la cosiddetta rappresentazione
di Schwinger & inoltre possibile definire un prodotto non commutativo sull’algebra delle funzioni
su T*G.

Una seconda direttrice di sviluppo & seguita in [16]. La topologia di R* come spazio delle
configurazioni & lasciata invariata, ma differenti strutture di gruppo vengono introdotte sul suo
duale. Per essi si propone una nozione di sistema di Weyl generalizzato, ed esso ¢ usato per
definire prodotti non commutativi & la Moyal nell’insieme delle funzioni definite su R*: la non
commutativita di questi prodotti riproduce le regole di commutazione dei generatori dello spazio
quantico omogeneo di k-Minkowski.

Il formalismo alla Weyl-Wigner ha permesso, in [17], di dare una descrizione analitica dettagliata
del gruppo di gauge U(1) per una teoria di singoletto sul piano di Moyal. Tale gruppo di gauge
(in generale lo spazio degli automorfismi unitari interni del modulo proiettivo finito che descrive
le sezioni dei fibrati associati rilevanti) risulta essere isomorfo al gruppo unitario per l’algebra
di Moyal A;(R*). Questo lavoro mostra come alcune trasformazioni dello spazio-tempo possano
essere descritte come il limite classico di automorfismi interni, ovvero trasformazioni di gauge.
Cio suggerisce che tali modelli possano descrivere aspetti di teorie in cui la covarianza generale
e parte di una covarianza di gauge.



Attraverso lo stesso formalismo & stato possibile in [12] introdurre un calcolo differenziale su una
classe di sottoalgebre tridimensionali dell’algebra di Moyal su Ap(R?): cio attraverso la scelta di
opportuni insiemi di derivazioni fondamentali in essa ed una consistente procedura di riduzione.

Questa linea di ricerca si evolve attualmente lungo la direzione di definire calcoli differenziali
opportuni su algebre non commutative di tipo k-Minkowski per definire rigorosamente un fun-
zionale d’azione per una teoria di campo.

e Fuzzy disc geometry: Come ulteriore applicazione di questo formalismo, in [15, 13, 20, 19]
viene introdotta una approssimazione fuzzy per 'algebra delle funzioni su un disco.

Uno spazio fuzzy € una successione di algebre (non commutative) di matrici di rango finito, il cui
limite ¢ l’algebra commutativa delle funzioni sullo spazio stesso (il significato di questo limite &
stato reso consistente da Rieffel attraverso topologie indotte da metriche di Gromov-Hausdorff).
Una simile approssimazione regolarizza le divergenze ultra-violette di teorie di campo definite su
questi spazii: il vantaggio piu interessante di questa approssimazione rispetto a quella di reticolo
consiste nel conservare un’azione consistente delle simmetrie continue del modello di partenza,
nonché una nozione rigorosa degli operatori differenziali sull’algebra degli osservabili, ad ogni
passo dell’approssimazione. Esempii noti di approssimazioni fuzzy erano stati introdotti per la
sfera, il toro, alcuni piu generali spazii proiettivi.

Il disco fuzzy e il primo esempio di un’approssimazione fuzzy per uno spazio classico che ha un
bordo. Esso e definito attraverso un opportuno troncamento dell’algebra del piano di Moyal.
Questo lavoro introduce uno spazio di derivazioni e studia le proprieta spettrali dei relativi
Laplaciani: i simboli degli autovettori di essi sono detti fuzzy Bessel poiché convergono (nel
limite opportuno in cui il rango delle matrici diviene infinito) alle autofunzioni dell’operatore
Laplaciano continuo su un disco con condizioni di Dirichlet al bordo. Attraverso le fuzzy Bessel
diviene immediato studiare il propagatore di una teoria di campo approssimata.

Napoli, 23 dicembre 2017



